SEMINARIO DI ANALISI MATEMATICA 
DIPARTIMENTO DI MATEMATICA DELL'UNIVERSITA' DI BOLOGNA 


L. ZANGHIRATI 


OPERATORI PSEUDODIFFERENZIALI DI TIPO GEVREY 
DI ORDINE INFINITO 


3 MAGGIO 1984 


XI23. 


Vari autori hanno rivolto la loro attenzione allo studio di 
operatori pseudodifferenziali di tipo Gevrey: ricordiamo Boutet de Mon- 
vel-Kreé [5], Valievic [12], e più recentemente, Hashimoto-Matsuzawa- 
-Morimoto [6], Iftimie [8], Liess-Rodino [11]. 

In [5], [12], [6] sano considerati operatori con simboli 
classici, o più generalmente appartenenti alle classi SI g(0) di Horman 
der [7], cioè soddisfacenti, per ogni sottoinsieme compatto kc9, alla 


stima: 


(03 


m- +6 
PE poneli sy glislepPlal+9081 je 


sup |D 

x e K 
con costanti Ora per le quali viene precisàta la dipendenza da o e BR. 

I simboli considerati in [11], pur contenendo quelli classi- 
ci, possono essere riguardati, dal punto di vista c°, come appartenen- 
ti alle classi di Beals [3]. Essi operano su classi Gevrey anisotrope 
generalizzate. 

In ogni caso gli operatori considerati dagli autori so- 
pracitati sono definiti su c 309) e sono di ordine finito. Osserviamo 
però che se si cerca la più larga classe di funzioni p(x,E)e c(AxR") 


per la quale l'operatore: 


p(x,D) u(x) = n°? f el p(x,E) a(E) de 


sia definito sulle funzioni Gevrey di ordine 6 > 1 con supporto compatto 
in 9, subito ci si accorge, utilizzando il teorema di Paley-Wiener, che 
non è necessario che & + p(5,&) sia è crescenza lenta. In effetti basta 


che per ogni e > 0 esista una costante c, > 0 tale che: 
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Ip(x,E)| c, exp(ele] s E] > 


Simboli soddisfacenti più generalmente alla stima: 
Ip(xsE)] sc, exp(ele]) » El» 


sono detti di "ordine infinito". Tali sono, per esempio, i simboli degli 
operatori ultradifferenziali [9], ed i simboli analitici di Boutel de 
Mouvel [4] ed Aoki [1],[2] . 

Partendo dall'osservazione precedente è possibile definire 
classi di operatori di ordine infinito che operano .su spazi di funzioni 
Gevrey e sui loro duali e che sono Gevrey-pseudolocali. 

Per i corrispondenti simboli vengono stabilite le regole 
del calcolo simbolico classico. 

In particolare per operatori soddisfacenti una “condizione 
di ipoelliticità" è possibile provare l'esistenza di una parametrice 
(Teorema 2.3). Questo teorema estende alle ultradistribuzioni e ad ope 


ratori di ordine infinito il teorema 3.1 di [6]. 


Esempi di operatori Gevrey di ordine infinito sono quelli 


con simbolo della forma: 
p(x.E) si exp(<x, d(E) >) 9 


con ò = (CPEZZEZRE d; simbolo classico di ordine minore di 1, come pu. 


re quelli con simbolo: 


Xn 
p(x,E) = cisti al(x'.,t,E)dt) 
(0) 


con a(x'3%,50) operatore pseudodifferenziale analitico classico di ordi- 


ne minore di 1. 
Operatori di quest'ultima forma compaiono naturalmente, ad 


esempio, nell'integrazione della così detta "equazione del trasporto"; 


Ne] seguito indicheremo con 600), 8> 1,9 un sottoinsie 
me aperto di R", lo spazio delle funzioni f e c° (9) tali che per ogni 
compatto KC 9 esiste una costante c, per la quale riesce: 


sup |D®f| s c[el4 a ,geg, 
K 


(8) 8): 


(9), 9 (0) n ©, (2), e con cl (2), G (9) 


e di gl0 0) rispettivamente. Per le topologie e le proprie 


; . (0)' 
Indicheremo poi con G 

i duali di (0) 
tà di tali a si veda, ad esempio [9], [10]. 


Siano 8, p, $ numeri reali tali che 8 > 1,0;868<p 1% 


D 
t°) 

LZ 
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1. Definizione. Indicheremo con Ss di 509) Lo spazio delle funzio- 
ni peC (ax R° ) soddisfacenti La RR condizione: per ogni compat 
to kC © esistono costanti C e B e per ogni € > 0 una costante LA tale 
che : 


18 (p- 8), 1+]e|y911+8 81 176 


Mo PER POD sce gle Je]"/9), 


per a, € zi e per xe K, € € R" con || > B[a]. 
Se pe SPA ), l'operatore pseudodifferenziale associato a 


p è definito, per u € 60 (0), da: 


(2) P(x,D) u(x) = ul a p(x,E) (E) de, 


dove U(E) = f seria u(x)dx . 

Indicheremo con ops" 0 (0) lo spazio degli operatori della 
forma (2). 

Il Teorema di Paley-Wiener per funzioni Gevrey assicura 1a 
assoluta convergenza dell'integrale a secondo membro di (2) e consente 


di derivare sotto il segno di integrale. In effetti si ha: 


Teorema. Se pe 8, +8 (9 go” pe ,D) definito da (2) è un 


on (2) a cl (0) che può essene esteso 


CP oO"). 


operatore Lineare continuo da 60 
ad un operatore continuo-da G 
L'ultima affermazione del Teorema 2 è conseguenza del seguen- 

te: 
i 00,0 (8) 
3. Lemma . Sta pe S*g (0) eve ( 


stono costanti positive do» c, tali che: 


9). Per ogni e > 0 esi 


a 1/0 1/8 
| fesptici) p(x,E)v(x)dx| < c, exp(-2e |n| 4 e |E| / 
per E, ne R", |n| > b_ 
‘11 Teorema 2 assicura che P(x,D) e ops" 0 (0) definisce 


un'applicazione continua da ct) a e) (2). Quindi per il Teorema del 
nucleo per ultradistribuzioni [10], esiste una ad una sola ultradistribu- 


(0)' 


zione K € Go (Qx2) tale che: 


0 
<K, u® v> = <P(«,D)u,v> |, uve 6; ) (0). 


K dicesi i1 nucleo di P(e,D). Formalmente: 


K(x,y) = (20) fonticey.0) p(x,E) de. 
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4. Lerma. IL nuéfeo K di P(+,D) € OPS" (2) a in 6 (rac 8), 
dove A denota La diagonale di 2 x 9. 

Procedendo come nella dimostrazione dè] "Lemma del supporto 
singolare" per distribuzioni, si prova: 

5. Lemma. Se T è un'applicazione Lineare continua di 60 (a) 


(6) 6)" (0) 


dn G' (2) che s4 estende ad un'applicazione Lineare continua di G 


in hai (A), e se inoltre il corrispondente nucleo è in FIGLIA xQsA), 
(0)' 
(2): 


ARona per ogni ue G 
8 - sing supp Tuc 6 - sing supp u 
Dal Lemma 2, tenuto conto del Teorema 2 e del Lemma 4 discende subito: 


6. Teorema. Ogni P(»,D) € ops"*Ò (2) è 6 pseudolocale (cioè: 
Er Ch ©) 


8-sing supp P(-,D)u C 6-sing supp u, per ogni ue G 


Come è usuale nel calcolo simbolico, è utile considerare 
. . ® DI 00 
oltre ai simboli in Di 


309) anche serie formali asintotiche di tali sim- 
boli. 


7. Definizione. Indicheremo con SF, (2) Lo spazio di tutte 


La serie formali È Pj (x,E) dove P; € c° (a x R°) soddisfa La seguente 
j 20 
condizione: 
per ogni cumpatto K C 2 esistono costanti C e B e per ogni 


€ > 0 una costante c. tale che: 


DE DE Pine) sc, cl sig: 59009 14] pr0121+6181- (0-6) 


exp(e|e|!/9), 


per a,Be Zi e per xe K, EE R° con |E] 2 B(j + |al)®. 


è ©,0 _ = E” l 
sia pe Sh,819)» Pi =P è» P, = 0 per ogni j > 0; allora 


0,0 î E sa ) 
) Db. € SF '3 (9). Sicché, identificando p con P., otteniamo 
:>0 J (05 r 
J= j20 
la naturale inclusione. 


30 


‘4 (9). 


0,0 (o) 
(3) $ 18 (9) c SF, 


0,0 ; i 
Nella classe ul 509) introduciamo la seguente relazione di equivalenza: 


8. Definizione. LD ps ) q., € seo (2) 44 dicano equi- 
ei j20 J j20 J Po 
valenti (DI p. v E, q.) se, per ogni sottoinsieme compatto Kc 9 esd- 


j20) 20 
stono costanti C e B e per ogni € > 0 esiste una costante C_ tale che: 


DE pÎ A (p; (x,E) - 9; (x.E))| $ E, cl94814s a!(B8!s 1) (0-8) 
j<S 


-pla| +8|B|-(p 8)s 1/0, 


(1+|5)) exp (e [E | 


pera, Bezl, xek, E ER° con [E] =Bls + Ja)? , s>0. 


Resta così definita, tenuto conto di (3), una relazione di equivalenza 
in 57» (0). 
Indicheremo con vi (a) lo spazio degli operatori 0-regolariz 
zanti in 9, cioè lo spazio di tutti gli operatori lineari continui da 
ENZO a o che si prolungano ad operatori lineari continui da 


(8) (0) 


IZETSPICIZIOI 


Dalla Definizione 8 segue: 


28 (9) altona P(-, D) e VÒ 


,6 pl0). 


9. Proposizione. Se pv 0 dn SF, 


Come per gli operatori pseudodifferenziali classici, ad ogni simbolo for 


male si può associare un simbolo vero. Si ha infatti: 


10. Teorema. Per ogni di D; € sF°?4 (0) esiste un 


2a j>0 p 36 
pe 5°" (n) cate che pa L p; in SF98(0). 
2 j20 ? 
Si ottiene p come somma di una serie È d.(E) P; se) 


j 
j20 
dove LA } è una successione di funzioni indefinitamente differenziabili 
tali di 0 SÒ; S da 9; (E) =0 se E] < 2R sup(j°, 1), 9; (E E) = 1 se 
lE| > 3R sup(j°, 1) e |D* 9, | $ a 


se |a] < 2j (R è una costan 
Ca “ 


te positiva che viene scelta opportunamente nel corso della dimostrazio- 
ne). 


Per quel che riguarda la composizione dei simboli valgono le 


regole usuali del calcolo simbolico. 


11. Definizione. Se p, qe s5 (0), pog è la senie formale 


Lr con rive) = Lo (al DE POxsE) DI q(x,£). 


j20 la|=j 
Più generalmente s@ x. Pj» L qj € SF Ae (0) altona 
j20 j20 Pi 
i P;) 0 LL P;) = È r. dove r; (x, CÈ z (at) ‘app, (,6)0%9, (4,8). 
j20 j20 jo i |a |+h4k=j 


Applicando la regola di Leibniz si ottiene subito: 


12. Proposizione. (È. AL a ) e SF +8 (0). 


j=20 j20 di p3Ò 
Se L pied p Lain) q, allona (Lp o ()_q!)n 
j=0 j20 gt jz20 O  j>0 j20 j20 | 


n (LL p,)0 (La). 


j20 ci j20 i: 


13. Definizione. Se pe s° »0 (2) «L ri di Pp, p° è La 
sn p3$ 
serie formale ) 9» dove 9; (x,E) = ZL, TO 9° DI p(x,-È). 
j20 la|=j A 


P dt # % 
In modo analogo si definisce LL P.) se È, p. e SF (0), ponendo 
j=0 io * 06 


14. Proposizione. Se L A e SF St 9) allora 


(Lp )*e sF42010) Li La, 


J20 j20 jz0 | 
Applicando le regole del calcolo simboloci si ottiene ora 


il seguente: 


15. Teorema. Sia p e 57 5(0). Supponiamo che esistano un a- 


perto I, netativamente compatto in I, costanti positive C, Bj» Bo e per 


1 
ogni € una costante c, tali che: 


Ip(x,6)] 2 c, exp(-e 1ej!/9) xe > |El > Bj; 
DÌ pì pixel] s cl ai e18099 14181) cplol + slo FICRANE 


xe 9, El > By [ol x RISE, a.gezi. 


ABlona esiste q e s7> (0) tale che qo pv. in SFP*A(0). 


Con un procedimento usuale nella teoria degli operatori pseu 
dodifferenziali, allargheremo la classe di operatori definita precedente 


mente considerando operatori della forma: 


(4) Au(x) = (e [ento a (x,y,E)u(y)dy dE , 


dove l'ampiezza a(x,y,E&) è supposta appartenere ad uno degli spazi in- 
dicati nella Definizione 16. Proveremo poi che tali operatori coincido- 
no, a meno di un operatore 8-regolarizzante, con gli operatori definiti 
da (2). 


0,0 A 
16. Definizione. Indicheremo con S_°.(2) Lo spazio delle fun 


-P 36 
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zioni a(x,y,E) EC (Ax 9 x R") soddisfacenti La seguente condizione: 
per ogni sottoinsieme compatto WC A x 9 esistono costanti 
C e B, e perogni e >» 0 una costante c tale che: 
. 0(p-6 “pia C|B+ 
(5) [DEDE DI è xy sese 01891 atte 9 ae] yrolol + s1841 
E 


exp (ele|!/9), 


0 
per a, B, y € 7 e per (x,y) e W, E ER" con E] 2 B]a|". 
Per il Lemma 3, se a(x,y,E) verifica (5) e ue 60) al- 
lora per ogni compatto Kc © esistono costanti c, b, ce > 0 tali che: 


fer (-i<y,E>) a (x,y,E) u(y) dy| < c exp(- ee|!/9) » xe K, |El>b. 


Pertanto l'operatore (4) è ben definito per u € 6010 ) e 
Au € 6A (0). Inoltre l'applicazione A: 60 (0) + ale (0) è continua. 


XV 

17. Definizione. Indicheremo con OPS ne) Lo spazio degli 
operatori della forma (4) con a € $ i (2). 
Possiamo ora defimire:i] nucleo K di A e ops +9 (9) come per 


P 36 
gli operatori in 0Ps">0 (0). FordaAmente : 


K(x,y) = (nt* | eplicro) a (x,y,E) de 
dove a è l'ampiezza di A. Si può provare che K € cl) (Qx92 A). 


18. Seservazione. in operatore A € vi (2) può essere rap- 
presentato da (4) con ae Pg 1 n (2) e cibi la condizione: 
per ogni sottoinsieme compatto WC 9 x 9 esistono costanti c, h > 0 ta- 


li che: 


XI-12. 


cl8 #|H 1/6) 


È DI a(x,y,E)| 8 (847)!° exp (-hjE] 
. n n 
per ogni (x,y) €W, EER, B,YEZ+. 


Abbiamo ora il seguente: 


0030 0,0 
br (N). Estate P(- ,D) e OPS 0.8 


tate che A - P(-,D) € vî (2). Inoltre, se a è L'ampiezza di A, allona 


(E) n Lan ci pi è a(y,E) yu in SFP: (). 


19. ar Sia A e OPS (9) 


Le seguenti proposizioni sono immediate conseguenze del teo- 


rema 19. 
20. Proposizione. Se P(- ,D) € ops" % (0) allora Ue D)e 


XL 0,0 


e OPS DA 


con simbolo q(x,E) 0) tale che tp(- ,D) - Q(-.D) e 


(2) ed ha ampiezza p(y,-E&). Inoltre, esiste q(*,D) ops” (n) 


0 
Vr (9). 


21. Proposizione. Se A e OPS 2500) allora esiste B € 
v 9 


€ OPS 2510) con ampiezza b(y,E) dipendente solo da y tale che 


A- Be Vi (a). In particolare se A =q(*, D) oPs'*È (a), altona b(y,E) n 


R. p 36 
n ql (y,-E) in SF973(0). 
va che un operatore A € ops 2800) è propriamente suppor 


tato se il suo nucleo K è una 8-ultradistribuzione propriamente supporta 
ta; cioè se supp K ha intersezione compatta con H x 2 e con Q x H per 
ogni vie compatto H c 2. Alternativamente, ,K è propriamente sup 
portato su K e ÈK sono operatori continui da ONU ) a 60". 

Un operatore A € ap$ © Ra "0 (0) propriamente supportato applica 


60 (0) ine e 6) in 6(0) (0). 


Se A, BE opS Mg: (Q) ed uno almeno è propriamente suppor- 


tato, allora A BE ops e (2). inoltre abbiamo: 
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22. Teorema. Siano P(-,D), Q(-,D) e ops" (A). Supponiamo 
che uno almeno sia propriamente supportato. ALLona P(-,D) Q(-,D) = 
=T(1,D) #R, dove t(x,E) ® pIX,E) 0 qIX,E) dn SFP" (0) e RE VO (0). 

Dai Teeremi 15, 22, 6 segue subito: 


23. Teorema. Ska P(-,D) € ops" (0). Se p(x,E) soddisfa Le 
Apotesi del Teorema 15 in un aperto 2, relativamente compatto in 9, 
allora esiste un operatore Qe OPSO 0) tale che QP = I + R, con 
RE VO(). Quindi per ogni ue 6° Ì 0). 


0-sing supp uC 6-sing supp Pu. 


(6-sing supp u designa il complementare in 9% dell'unione degli aperti 


Q'C 9, tali che u€ TAGLIE "a 
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